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��������� ���������� ��
����
������, ����������� �
���
�������� ��� 
������ ��
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��������.  �������� �������� ����� ���� �
���
�������� ��
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����
�� !" (��� ������� ����
�� ����� ���� ����������� �#��� �� 
��$���
�%�������� �������) � 
����
 ������� ���� (
����
 !" � �
���� ������� 
�
���������, 
����
  ", ��������
������#��� ��� ����������
����#���), �.�. �� 
�����: &��������� '!" → (�

���� '!" → (�

���� 
����
 ������� ����. )�� 
����������� ����� ������ ��
������� 1−z  � ��
������ ��� ��*

������� ��
���%� (+,) 
��

����� '!" �� 
�����# ( )1−ZG , ��� Z  - ����� ��
�������, %�
�� ����
�# ����� 
������������ +, ������������ 
����
�. '������ ( )⋅G  ������ ���������
��� �����#��� 
��������: 

1. ��� ������ ���� �
����-
�����������, ��������� ������ � *��� ���%�� +, 
�������
������ 
����
� ����� ����� �
����-
����������� 
�������; 

2. ( ) 1=− νieG , �.�. ������ � *��� ���%�� �
�������� ����
������ �����%��� 

��
������� (����� %�����) ��������� ���
�� ��
������� z  � �����%��# 
��
������� (����# %�����) ��������� ����� ��
������� Z . 

3.  ���
������� �����%���� �
��� ��������� ���
�� ��
������� z  �� ����
������� 
�����%���� �
��� ��������� ����� ��
������� Z , �.�. ������ � *��� ���%�� 
�������
����� 
����
 ���������� �������� �����%������ � 
������������ 
�
���
�������� ��

����� '!". 
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,
� 0=α  �� (4) �������, %�� νΩ = , � �� ��������� [ ]νΩ ,  *��� ����������� 

������������� �
����, �
�������� %�
�� ��%��� ���
����� ��� ����� 45º � ��� ������� 
(��. 
��. 1 �). !������� ��������, %�� ���� 0>α , �� �
�
�� ����������� (4) �
����� 
��$� *��� �
����, � �����
��, ���� 0<α , �� ���� (��. 
��. 1 �). ,�������� ��� �
�
��� 
�
������ %�
�� ��%��� ���
�����, �� �
���
�������� ���� 
����
� �
� ������ (3) �� 
�
��������. 0����� � ����������� �� ����, ����� ���� � ��
����
� α , �������
����� 

����
 ����� ����� ���� ����$�# ������ �
��������� ( cc Ων <  �
� 0>α ), ���� 
����$�# ������ �
��������� ( cc Ων >  �
� 0<α ). ,
� 0=α  ��������� ������ 
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,
� 0=α  �� (6) �������, %�� νπΩ −= , � �� ��������� [ ]νΩ ,  *��� ����������� 

������������� �
����, �
�������� %�
�� ��%�� ( )0,π  � ( )π,0  ��� ����� 45º � ��� ������� 
(��. 
��. 1 �). !������� ��������, %�� ���� 0>α , �� �
�
�� ����������� (4) �
����� 
���� *��� �
����, � �����
��, ���� 0<α , �� ��$� (��. 
��. 1 �). ,�������� ��� �
�
��� 
�
������ %�
�� ��%�� ( )0,π  � ( )π,0 , �� �
� ������ (5) �
�������� �
���
�������� ���� 

����
� '!"1' ".   ����������� �� ����, ����� ���� � ��
����
� α , �������
����� 

����
 ����� ����� ���� ����$�# ������ �
��������� ( cc Ων <  �
� 0>α ), ���� 
����$�# ������ �
��������� ( cc Ων >  �
� 0<α ). ,
� 0=α  ��������� $�
��� ������ 
�
��������� �� �
��������, �.�. � *��� ���%�� �� ����� ����
������ cc νπΩ −= . 

,
�
������� cΩΩ =  � cνν =  � (6) � 
�$�� ����%����� �
������� ������������ 
��
����
� α , ����%�� ��
������, ������� � �
����� �
���� ������� �����������#��� 
��
��� .������ 1. 

&������%��� ��
���� �
�������� � �
���
�������� '!"1,,' � '!"1,-'. 
2����%�� ����#%����� ��$� � ���, %�� � *��� ���%��� ������ �������������� ����� 
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������ ( )1−ZG  �� .������ 1. 
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%���� �
��������� ��������%����� ������ ��	 
����
��, ����
�� �� �
���������� 
�
�������%���� ������� ����������� 
����
�-�
�������. ,
� ��������%����� ������� �� 
�������# %�������# ��
����
������ ������������ 
����
� �
��������� 
��������
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%���� �
����� ��
��������� �%������ ��� %����� 
����� ��� � �
������ 
�$���� ����%� 
� ������������ � �� ���%������# ��� %�������� ��
����
������ �������
������ 
����
�. 
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nh

��
�,
�
�,

. (13) 

 
"���� 1N −  ���������� ��
����� 
����
�. +�*

������ ��
���%� ������ 
����
� 
���� 
 

( ) [ ] [ ] [ ] [ ] 1N1
1N

0n

n z1Nhz1h0hznhzH +−−
−

=

− −+++==� � . (14) 

 
� �
���� ���
��� ��*

������ ��
���%� ��

����� 
����
� � ����� ���%�� ����� ���� 
������� � ���� 
 

( )
1M

1M
1

10

1N
1N

1
10

zazaa
zbzbb

zH +−
−

−

+−
−

−

+++
+++

=
�

�
. (15) 

 
�
������� (14) � (15), ����� ������� ��� ������: ��-��
���, ��*

�������, 

������� � %�������� (15), 
���� ���%���� ���������� ��
����
������, �.�. 
[ ] 1N0nnhbn −== ,,, � ; ��-���
��, ��� ��*

�������, ������� � ����������� (15), �� 

����#%����� 1a0 = , 
���� ���# ( 1M1m0am −== ,,, � ). ,�������� ����� 
��������������� � ���, %�� +�	-
����
� �� ���#� ���#���, �, �������������, ��� ��� 
���
��� �����%������ � 
������������ �� ���������: +�	-
����
� ������ �����%��� � 

���������. «'���%����» *�� ��6�������� ����������� � ��

���� +�	-
����
� 
����
����� ��
����� �����. 

�
����
� 2. 2������
�� %�������# ��
����
������ +�	-
����
�, ����
�� � 
������������ � (14) 
���� 

 

( ) [ ]�
−

=

−=
1N

0n

ini enheH ΩΩ . (16) 

 
  ��������� ��
������ %������ Ω  ����� �
������� �#��� ���%���� �� ����
���� 
[ ]π20, . /�������, %�� %�������� ��
����
������ ��%�������� �� ��������� 
������
�� 


���
��������� � *��� ����
���� ��%�� ∆ΩΩ mm =  ( 1Mm0 −≤≤ ), ��� 
M
2π∆Ω =  - $�� 

�� %������, ( )NMM ≥  - ����%����� %����� � ���������. .���� 
 



[ ] ( ) [ ] 1M0menheHmH
1N

0n

mn
M
2

ii m −=== �
−

=

−
,,, �

π
Ω . (17) 

 
 �
������ (17) � ���������� ���������� �
���� ����
����� �
���
��������� '�
�� 
(,/,'). !������� ��������, %�� �� ,/,' [ ]mH  ����� ��
������� ���������# 
��
����
������ +�	-
����
�, ��������� ��
����� ����
����� �
���
�������� '�
�� 
(0/,') 
 

[ ] [ ] 1N0nemH
M
1

nh
1M

0m

mn
M
2

i
−== �

−

=

�,,
π

. (18) 

 
� �
���� ���
���, ��*

������ ��
���%� +�	-
����
� (14) ��
��������� 

���������� ��
����
������� [ ] 1N0nnh −= �,, . .���� ��
����, ���������� (18) � (14) 
����%�� 

 

( ) [ ] [ ] [ ]�� ��
−

= −

−−

=

−

=

−
−

=

−

−

−===
1M

0m m
M
2

i1

m
M

N2
iN1M

0m

1N

0n

mn
M
2

in
1N

0n

n

ez1

ez1
mH

M
1

ezmH
M
1

znhzH π

π
π

, (19) 

 
�.�. ��*

������ ��
���%� +�	-
����
� ��������# ��
��������� ���%������ %�������� 
��
����
������, ��%�������� � ( )NMM ≥  
������
�� 
���
��������� � ����
���� 
[ ]π20,  ��%��. 

�
����
� 3. ,���� +�	-
����
 ����� �������# 
�����# ��
����
������ 
 

( ) ΩββΩβ 10 −= , (20) 
 

��� 10 ββ ,  - ���������� ��*

�������. 7��������, �
� ����� �������� (20) ��������1. 
��������, %�� 
������ ��
����
������ ��

����� 
����
� � %���� 

�������������� ���������� ��
����
������� �������� ��%����� 
�������, �.�. 
( ) ( )ΩβΩβ −=− . �������������, �� ��������� (20), ����� ( )ΩββΩββ 1010 −−=+  ��� 

00 ββ −= , %�� �������� ��$� �
� 00 =β . 
� �
���� ���
���, �%������ ����� ����� %�������� ��
����
������� 
����
� � 

��� ���������� ��
����
�������, ����%�� �����#��# ����%�� 
������� 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]�
−

=

−−− ====
1N

0n

iniiiiiii enheeHeeHeeHeH 110 ΩΩβΩΩββΩΩβΩΩ .  

 
�������������, 
 

( ) [ ] ( )�
−

=

−−=
1N

0n

nii 1enheH ΩβΩ   

 
,�������� � ����� %���� ���������� 
�������� ����� %���� 
������� %����, ����%�� 
 

                                                 
1 !�������, %�� ��	-
����
� �� ����� ����� �������# 
���-%�������# ��
����
������. 



[ ] ( )[ ] 0nnh
1N

0n
1 =−�

−

=

Ωβsin . (21) 

 
7
������� (21) ��
�������� �
� �#��� ���%���� %������ Ω , %�� �������� ��$� �
� 
�����
������� ���������� ���� �������: ��-��
���, ( )1N501 −= ,β ; ��-���
��, 

[ ] [ ]1nNhnh −−= . �������������, ��� ���� %���� +�	-
����
 ���� �������# 
�����# 
��
����
������ (20) ����������, %���� ��� ���������� ��
����
������ ���� 
������
�%�� ������������ ����� ��
����� ( )1N501 −= ,β , �.�. ��������� ���, ��� 
�������� �� 
��. 3. ,
� *��� 
������ %�������� ��
����
������ 
����
� 
���� 
 

( ) ( )ΩΩβ 1N50 −−= , . (22) 
 
,
� *��� 
������ � �
������� ����
��� 
����
� ���������, �������#� � 
���� 
 

( )1N5,0��� −== ττ  (23) 
 

!� ��������� (23) �
� %����� ��
���� 
����
� 
������ � �
������� ����
��� 

����
� 
���� ������ ����%����� ��
����� ����
�������� (
��. 3�), � �
� ��%����� – 
������ ��#� �������� ��
���� ����
�������� (
��. 3�). 
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   �)       �) 

������� 3 
 

�
����
� 4. ,���� +�	-
����
 ����� 
�����# ��
����
������ 
 

( ) ( ) ΩβΩβΩβ 10 −= sign , (24) 
 

��� ( )Ωsign  - 
������ ����� (
������ �
������� ���%���� +1, 0 ��� -1 � ����������� �� 
���� ������������, 
���� ���# ��� ��
��������� %������ Ω ), 10 ββ ,  - ���������� 
��*

�������. 0���������� �������%��� �������������� ��$� �
���
��������, ����� 
��������, %�� +�	-
����
 ����� ����� 
�����# ��
����
������ (24) ������ � ��� ���%��, 
����� ����������� �����#��� �
������� �������%��� (21), 
 

[ ] ( ) ( )[ ] 0nnh
1N

0n
01 =+−�

−

=

ΩβΩβ signsin  (25) 

 



7
������� (25) ����� ���� ���������, ����: ��-��
���, πβ 500 ,= ; ��-���
��, 
( )1N501 −= ,β ; �-�
�����, [ ] [ ]1nNhnh −−−= . 
�������������, ��� ���� %���� +�	-
����
 ���� 
�����# ��
����
������ (24) 

����������, %���� ��� ���������� ��
����
������ ���� ����������
�%�� ������������ 
����� ��
����� ( )1N501 −= ,β , �.�. ��������� ���, ��� �������� �� 
��. 4. ,
� *��� 

������ %�������� ��
����
������ 
����
� 
���� 
 

( ) ( ) ( )ΩΩπΩβ 1N5050 −−= ,sign, . (26) 
 
,
� *��� �
������� ����
��� 
����
� ��������� � 
���� 
 

( )1N5,0
��

−=τ . (27) 
 

!� ��������� (27) �
� %����� ��
���� 
����
� �
������� ����
��� 
����
� 

���� ������ ����%����� ��
����� ����
�������� (
��. 4�), � �
� ��%����� – ������ 
��#� �������� ��
���� ����
�������� (
��. 4�). 
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   �)       �) 

������� 4 
 

����, 
���
�- ���� 
 
������ +�	-
����
�� ������� ������� ���� �
���������� �����#��� ��
����. 

,���� ( )zHd  - ��*

������ ��
���%� ��	 
����
� � ���������� ��
����
������� 

[ ] �,,, 10=nnhd . ,������ ���������# ��
����
������ +�	 
����
� 
����� 
 

[ ] [ ] [ ] ,,,, �10nnhnwnh d ==  (28) 
 

��� 
 

[ ]
�
�
�

≥
−≤≤

=
Nn0

1Nn01
nw

,
,

 (29) 

 
/���
����� 
������ [ ]nw  ���������� ����������
�� ��
��. !� ��������� 

������� ����
������ �
���
�������� '�
�� ����������-%�������� ��
����
������ +�	-

����
� 
���� ���
��� ����������-%�������� ��
����
������ (&"	) ��	-
����
� � &"	 
���� 



 

( ) ( ) ( )( )�
−

−=
π

π

νΩνΩ ν
π

deWeH
2
1

eH ii
d

i  (30) 

 
!������� ��������, %�� &"	 �
������������ ���� 
���� 
 

( )
2

2
N

ee1eW 2
1N

i

0n

ini

Ω

Ω
ΩΩΩ

sin

sin−−∞

=

− =⋅=�  (31) 

 
������� 5 

 
8
�
�� ������ 
������ ( )ΩieW  �
��������� �� 
��. 5. )�� 
������ ����� 

�����#��� �����������: 
1. ( )ΩieW  - ��
����%����� 
������ � ��
����� π2 ; 

2. 8
�
�� ( )ΩieW  ����� ��� ��
����%���� �����
�#����� ���������, 

������������ ���%���� ����
�� 
���� N , � $�
��� �� ��
��� ����� - 
N4π ; 

3. 9���� �������� ���������� ��������� �������, $�
��� ����
�� 
���� 
N2π ; 

4. 9����������� �
����� N  ����� ��
��� ������� ��������, 
������������� �
����� ����
��� 
���� -13 ��; 

5. � �����%����� N  ����$���� �������� � ������� �������� � ��
��� 
������� �������� ����������. 

2������
��, � ����� ������������ �
������ ��������� �������� �� �
���
� 
������� 
����
� ������ %�����, &"	 ����
��� ( )Ωi

d eH  �
���������� �� 
��. 6�. 

2�������� ���
��� 
������ ( )Ωi
d eH  � ( )ΩieW  �
��������� �� 
��. 6�. 



 
������� 6 

 
�� 
������ �����, %�� &"	 +�	-
����
� ����� ������
�#��� ��
����
, ��� � 

������ �
���������, ��� � � ������ ���
�������. ,
�%�� ��������� ��������� &"	 
���
������ �� ��
� �
��������� � �
����� ������ �
���������. /
���� �����������# 
&"	 +�	-
����
� �������� ��������� ��
������� ������� ����� �������� �
��������� 
� ���
�������, ��� &"	 �������� �
���������� ��������. &����� ����������, %�� �
� 
�����%���� ����%����� ���%���� N  � ���������� ��
����
������ +�	-
����
� ($�
��� 
�
������������ ����) �
������ &"	 � ��
������� ������ �����%�������, 0����� �
� 
*��� �
����� ��������� &"	 � ������� �
��������� � ���
������� �
����%���� �������� 
����������, ���� %������ ����� ��������� �����%�������. )�� ������� ����%��� 
�������� ���
��	 �����	, ���������� ��� �� ����� ����������, ���
��� ����������$��� 
���
��� ���������� 
���� '�
��. 

/�� �����$���� *

���� 8����� ��������#� �
����, ����%��� �� 
�
������������, ������� ����, ����� ��������� ����
�� �������� ������� �����$���� 
���%���� ������� 
������ � �
������: 

1. 0��� ��
����� (�
��������� ����) 
 

[ ]
�
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�
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−≤≤

−
−
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 (32) 

 
2. 0��� 	��� 
 

[ ] 1Nn0
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1

2
1

nw −≤≤
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�
�
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�
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�
�
	




−
−= ,cos

π
 (33) 

 



3. 0��� 	*������ 
 

[ ] 1Nn0
1N

n2
460540nw −≤≤�

�

�
�
	




−
−= ,cos,,

π
 (34) 

 
4. 0��� ��*����� 
 

[ ] 1Nn0
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n4
080

1N
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50420nw −≤≤�
�

�
�
	




−
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�
�
	




−
−= ,cos,cos,,

ππ
 (35) 

 
5. 0��� +����
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[ ] ( ) 1Nn0
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1N
n2

11I

nw
0

2

0

−≤≤
�
�

�

�

�
�
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�
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�
	




−
−−

= ,
α

α

 
(36) 

 
��� ( )⋅0I  - 
������ ������� ������� �
�������, α  - ���������� ��*

������, 94 ≤≤ α . 
��������� α  ��������� ������ �� �
����� ������� ���������. 

-��%���� �
���� ��
���� �������� �������� � $�
��� �������� �������� �� 
����������� �
���# ������� � ������� 2. 

 
.������ 2 
0��� &�������� ��
���� 

�������� ��������, �� 
: �
��� �������� �������� 

,
����������� - 13 Nπ2  
��
����� - 25 Nπ4  
	��� - 31 Nπ4  

	*������ - 41 Nπ4  
��*����� - 57 Nπ6  

+����
� ( 4=α ) - 30 Nπ4  

+����
� ( 6=α ) - 45 Nπ4  

+����
� ( 9=α ) - 67 Nπ6  
 
,
� ������������� ������� ���� �
� ������� +�	-
����
�� ���������� 

�%�������, %�� �����
������ � �����$����� �
���� ��������� &"	 �
�������� 

��$�
���� ��
������� ����� (%�������� �������� ����� �������� �
��������� � 
���
�������). 3����������� �
������� �
���� *���� �������� �����%���� ��
���� 

����
�. 

 
����, ��������+ 
���
�� 

 
  ������������ �� �
����
�� 2 ��*

������ ��
���%� +�	-
����
� 

��
��������� ���%������ %�������� ��
����
������ � M  ��%��� 
������
�� 

���
��������� � ����
���� %����� [ ]π20,  

 



( ) [ ]�
−

= −

−

−

−=
1M

0m m
M
2

i1

m
M

N2
iN

ez1

ez1
mH

M
1

zH π

π

  

 
,�������� %�������� ��
����
������ 
����
� ����%����� �� ��*

������� 

��
���%� 
����
� ������������ Ωiez = , ����� ������������ ���%���� %�������� 
��
����
������ � �
���������� ��%�� Ω  �� �� ���%����� [ ] ( )mieHmH Ω=  � ��%��� 

1M0mm
M
2

m −== ,,, �
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−

= −

−

−

−=
1M

0m m
M
2

ii

m
M

N2
iiN

i

ee1

ee1
mH

M
1

eH π
Ω

π
Ω

Ω . (37) 

 
���� ������ %�������� ����
�� ����#%����� � ���, %�� �� ���
����� ��
���� 

*�������� %�������� ��
����
������ ( )Ωi
�

eH  ��
�����#��� �� M  ���%����. !� 
��������� (37) ����� ����
�����, %�� %�������� ��
����
������ �������
������ 
����
� 
����������� �
����� %�
�� ��%�� � ���
�������� ( )[ ] 1M0meH mi

�m −= ,,,, �
ΩΩ , ����
�� 

������#��� ������ ����
�������. 0����� ����� ������ ����
������� %�������� 
��
����
������ 
����
� ����� ���%������� ����������� �� *��������, �.�. � ������� 
�
��������� � ���
������� ����� ���������� ���������, �
����� ����
�� ����� ���� 
����������� ����� (��. 
��. 7). 

!� 
��. 7� �
������� ��������
������� %�������� ��
����
������ 
����
� 
������ %�����, ����
�� ���� ���
��� � ��%����� *��������. +
������ �������� 
���%���� *�������� ��
����
������, ����
�� ���� ���
��� � ��%����� ����� 
����
�������. !� 
��. 7� �������� &"	 �������
������ 
����
�, ����
������ � 
������������ � (37). �� 
������ �������, %�� 
������� %�������� ��
����
������ 
������������� �
�$�� %�
�� ���� ����
�������, ������ ��������� � ������ �
��������� 
� ���
������� ���#� ����������� ����$�� �
�����. 

7
����� ��������� ����� ���� ������, ���� ���� ����
�������, �
���������� 
�� ��
������� ������ �� 
����
�#� ������, � �
�������
���#� �� �
������ ������� 
����������� �� ���������. ������� �
����� %�������� ��
����
������ � *��� ��%��� 
����� �������� �
��������� �
���� ���������. 
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